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Практические работы по математике
для студентов заочного отделения
Гусиноозерск, 2021 год
Практическая работа №1

«Выполнение операций над матрицами»

Сложение матриц. Суммой двух матриц A и B одинакового размера 
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 при i=1,2, . . . , m;   j=1,2, . . . , n (т.е. матрицы складываются поэлементно).

 Например, 
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В частном случае 
[image: image5.wmf].
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Определение: Произведением матриц называется матрица, элементы которой могут быть вычислены по следующим формулам:
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Из приведенного определения видно, что операция умножения матриц определена только для матриц, число столбцов первой из которых равно числу строк второй. 
Пример. Вычислить произведение матриц 
[image: image8.wmf],
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где
A=
[image: image9.wmf].
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Решение. Найдем размер матрицы-произведения (если умножение матриц возможно): 
[image: image10.wmf].

3

2

3

3

3

2

´

´

´

=

×

С

В

А

Вычислим элементы матрицы-произведения С, умножая элементы каждой

строки матрицы А на соответствующие элементы столбцов матрицы В следующим образом:
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Получаем  С=
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Пример. Найти произведение матриц А=
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Пример. Найти произведение матриц А=
[image: image17.wmf](
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[image: image19.wmf]).
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Возведение в степень. Целой положительной степенью 
[image: image20.wmf]m
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(m>1) квадратной матрицы А называется произведение m матриц, равных А, т.е.
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Заметим, что операция возведения в степень определяется только для квадратных матриц. По определению полагают  
[image: image22.wmf].
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Пример. Найти А2, где А=
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Решение. А2=
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 EMBED Equation.3 [image: image26.wmf]÷
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. Необходимо заметить, что из равенства Аm=O еще не следует, что матрица А=О.

Определение. Рангом матрицы А  называется число ненулевых строк, полученных после приведения ее к ступенчатому виду.

Теорема. Ранг матрицы не изменяется при элементарных преобразованиях матрицы.

С помощью элементарных преобразований можно привести матрицу к так называемому ступенчатому виду, когда вычисление ее ранг не представляет труда.
Матрица А называется ступенчатой, если она имеет вид

А=
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где 
[image: image29.wmf].

;

,...,

2

,

1

,

0

k

r

r

i

a

ij

£

=

¹


Пример нахождения матрицы с помощью элементарных преобразований. Найти ранг матрицы А = 
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Решение. 1. Если 
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 то при перестановке строк или столбцов добиваются того, что
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. В данном примере поменяем местами, например, 1-ю и 2-ю строки матрицы .

2. Если 
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 то, умножая элементы 2-й, 3-й и 4-й строк на подходящие числа (именно на 
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) и прибавляя полученные числа соответственно к элементам 2-й, 3-й и 4-й строк, добьемся того, чтобы все элементы 1-го столбца (кроме 
[image: image35.wmf]11
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 EMBED Equation.3 [image: image37.wmf]÷
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3. Если в полученной матрице а22 Ф 0 (в данном случае а22 =-1^0), то, умножая элементы 3-й и 4-й строк на подходящие числа (а именно на - а32 /а22 = -3, — а42 /а22 = -3), добьемся того, чтобы все элементы 2-го столбца

(кроме а12, а22) равнялись нулю. Если в процессе преобразований получаются строки

(или столбцы), целиком состоящие из нулей (как в данном примере), то отбрасываем эти строки (или столбцы):
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Последняя матрица имеет ступенчатый вид и 2е ненулевые строки. Поэтому ранг полученной ступенчатой, а следовательно, и данной матрицы равен двум.
Задания для самостоятельного выполнения студентом: (номер варианта совпадает с номером студента по списку).
ЗАДАНИЕ 1. Выполнить действия:
1) А+В;   2) В-А;   3) ЗА+2В.
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Практическая работа №2

«Вычисление определителей второго и третьего порядка»

Определителем матрицы второго порядка 
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 или определителем второго порядка, называется число, которое отыскивается по формуле:
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, например, пусть А=
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тогда 
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Пусть дана квадратная матрица третьего порядка 
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Определителем матрицы третьего порядка 
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 или определителем третьего порядка, называется число, которое находится по формуле
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Пример. Вычислить определитель третьего порядка |A|=
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Решение.
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Определитель третьего порядка удобно вычислить по правилу треугольников (или по правилу Сарруса). Покажем это на схеме
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Например,
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Для того, чтобы ввести понятие определителя более высокого порядка, потребуются некоторые дополнительные понятия.

Минором Мij элемента аij матрицы n-го порядка называется определитель матрицы (n-1) порядка, полученной матрицы А вычеркиванием i-й строки и j-го столбца. Например, минором элемента   а12 матрицы   А      третьего порядка будет
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Каждая матрица n-го порядка имеет n2 миноров (n-l)-ro порядка.

Алгебраическим дополнением элемента     Aij   матрицы n-го порядка

называется его минор, взятый со знаком (— l)i+j ; т.е. алгебраическое дополнение совпадает с минором, если сумма номеров строки и столбца (i + j) - четное число, и отличается от минора знаком, если    (i + j) - нечетное число. Например,

А23=(-1)2+3М23=-М23 ; А31=(-1)3+1М31=М31

Пример. Найти алгебраические дополнения всех элементов матрицы

А=
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Решение

А11=(-1)1+1
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А22=(-1)1+1
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А23=(-1)1+1
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А31=(-1)1+1
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А32=(-1)1+1
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 Определителем квадратной матрицы А n-го порядка называется число, равное сумме произведений элементов 1-й строки на их алгебраические дополнения:
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(разложение по элементам 1-й строки).

s=l
Так, например, вычисление определителя 4-го порядка сведется к вычислению четырех определителей 3-го порядка.

Знание свойств определителей позволит избежать громоздких вычислений.
Задания для самостоятельного выполнения студентом: (варианты работ берутся согласно номеру в учебном журнале)
ЗАДАНИЕ 1:

1.
Вычислить определитель с помощью правила «треугольников».
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задание 2:
2.Вычисить определитель с помощью правила Сарруса
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ЗАДАНИЕ 3: Вычислить определитель с помощью разложения по строке или столбцу
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Практическая работа №3

«Решение систем линейных уравнений

Образец решения систем линейных уравнений методом Крамера:

Возьмем систему и решим ее с помощью определителей (в этом и заключается метод Крамера).
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[image: image314.wmf]Запишем определитель системы 
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Заменим в ∆ столбец коэффициентов при х на столбец правых частей
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Заменим в ∆ столбец коэффициентов при у на столбец правых частей
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Заменим в ∆ столбец коэффициентов при z на столбец правых частей
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По формулам Крамера получаем решение
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Ответ: 
[image: image320.wmf]ï
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Образец решения систем линейных уравнений методом Гаусса:
а) 
[image: image321.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

-

=

-

+

=

+

-

3

2

1

2

1

y

x

z

y

x

z

y

х


Выписываем расширенную матрицу В=
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и с помощью элементарных преобразований приводим ее или к треугольному виду, или к ступенчатому.

В=
[image: image323.wmf])

1

(

)

2

(

3

0

2

1

1

1

1

2

2

1

1

1

-

-

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-
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r=3

Так как число неизвестных n=3 и равно рангу системы, система имеет единственное решение. По полученной матрице восстанавливаем систему уравнений. Идя снизу вверх, получаем это решение: 
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Из последнего уравнения z=3, с помощью второго находим y=5-z=5-3=2. Подставляя в первое уравнение найденное y=2 и z=3, находим x=2+y-z=2+2-3=4-3=1
Ответ: 
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б) 
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Следовательно, система несовместна (т.е. не имеет решения). Выпишем уравнение, соответствующее последней строке полученной матрицы: 0∙х+0∙у+0∙z=2, что невохможно.

Ответ: система не имеет решения.
в)
[image: image333.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

-

=

-

+

-

-

=

+

-

1

2

2

2

1

2

3

z

y

x

z

у

х

z

y

х


Запишем расширенную матрицу:
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Из данной матрицы следует, что система совместна.

Число неизвестных n=3 > r=2. Следовательно, система имеет бесконечное множество решений:   n-r=3-2=1. Отсюда система имеет одну свободную переменную, пусть это будет z, тогда х, у-базисные (базисных неизвестных столько, каков ранг системы, т.е. сколько ненулевых строк остается в последней матрице)

Запишем систему, соответствующую полученной матрице: 
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Следовательно, идя снизу вверх выражаем базисные неизвестные через свободную Z. Из второго уравнения выражаем у= -4-4z, из первого уравнения
x=y+z+1=(−4−4z)+z+1=−4−4z+z+1=−3−3z
Общее решение: 
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Из общего решения можно получить любое частное решение. Пусть z= -2, тогда получим частное решение: х=−3−3(−2)= −3+6=3; у=−4−4(−2)= −4+8=4

Частное решение : 
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Задания для самостоятельного выполнения студентом: (варианты работ берутся согласно номеру в учебном журнале)
ЗАДАНИЕ 1: Решить системы линейных уравнений по формулам Крамера (с помощью определителей):
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ЗАДАНИЕ 2.
Решить системы методом Гаусса:
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Практическая работа №4
«Вычисление производных сложных функций, производных

высших порядков»

Основные правила дифференцирования.

Обозначим f(x) = и, g(x) = v- функции, дифференцируемые в точке х.

1) (u±v)'=u'±v'

2) (u-v)'= u-v'+ u '-v
3) 
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Эта правила могут быть легко доказаны на основе теорем о пределах.

Производные основных элементарных функций.

	1)С =0
	9) (sin х) = cos x

	2)(xm)' = m xm-1
	10) (cos x) = -sin x

	3)
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Производная сложной функции.

Теорема. Пусть у = f(x); и = g(x), причем область значений функции и входит в область определения функции f.
Тогда  
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Производные и дифференциалы высших порядков

Пусть  функция  f(x)- дифференцируема   на некотором интервале. Тогда, дифференцируя ее, получаем первую производную.
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Если найти производную f´(x), получим вторую производную функции f(x).
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Этот процесс можно продолжить и далее, находя производные степени n.


[image: image485.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

-

-

1

1

n

n

n

n

dx

y

d

dx

d

dx

y

d


Общие правила нахождения высших производных.

Если функции u=f(x) и v=g(x) дифференцируемы, то

1) (Cu)(n)=Cu(n)
2) (u±v)(n)=u(n)±v(n)
3) 
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Это выражение называется формулой Лейбница
Пример 1. Найти производную функции y=x cos xsin x+
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Сначала преобразуем функцию: y=
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Пример 2. Найти производную функции 
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 Пример 3. Найти производную функции 
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 Пример 4. Найти производную функции
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Решение: с помощью формулы логарифмирования степени logc|a|k=k∙logc|a|, перепишем данную функцию в следующем виде:
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 найдем производную данной функции.
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Решение: найдем у'  от данной функции. Воспользуемся формулой

(xn)’=n ∙xn-1
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Найдем у" = (у')'
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Теперь найдем у'" = (у")'
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Ответ:
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	Вариант 1
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	Вариант 2
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	Вариант 3
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	Вариант 10
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	Вариант 13
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Задание 3: Найти производные высших порядков
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Практическая  работа   № 5

«Применение методов интегрального исчисления (непосредственное, подстановки, по частям) при вычислении неопределенного интеграла функции»

Понятие первообразной функции. Теорема о первообразных.

Основной задачей дифференциального исчисления является нахождение производной f’(x) или дифференциала df=f’(x)dx функции f(x). В интегральном исчислении решается обратная задача. По заданной функции f(x) требуется найти такую функцию F(x), что F’(х)=f(x) или dF(x)=F’(x)dx=f(x)dx.

Таким образом, основной задачей интегрального исчисления является восстановление функции F(x) по известной производной (дифференциалу) этой функции. Интегральное исчисление имеет многочисленные приложения в геометрии, механике, физике и технике. Оно дает общий метод нахождения площадей, объемов, центров тяжести и т. д..

Определение. Функция F(x), 
[image: image620.wmf]R
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, называется первообразной для функции f(x) на множестве Х, если она дифференцируема для любого 
[image: image621.wmf]X
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и F’(x)=f(x) или dF(x)=f(x)dx.

Теорема. Любая непрерывная на отрезке [a; b] функция f(x) имеет на этом отрезке первообразную F(x).

Теорема. Если F1(x) и F2(x) – две различные первообразные одной и той же функции f(x) на множестве х , то они отличаются друг от друга постоянным слагаемым, т. е. F2(x)=F1x)+C, где С – постоянная.

Неопределенный интеграл, его свойства.
Определение. Совокупность F(x)+C всех первообразных функции f(x) на множестве Х называется неопределенным интегралом и обозначается:
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В формуле (1) f(x)dx называется подынтегральным выражением, f(x) – подынтегральной функцией, х – переменной интегрирования, а С – постоянной интегрирования.

Рассмотрим свойства неопределенного интеграла, вытекающие из его определения.

1. Производная из неопределенного интеграла равна подынтегральной функции, дифференциал неопределенного интеграла равен подынтегральному выражению:
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2. Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой функции равен сумме этой функции и произвольной постоянной:
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3. Постоянный множитель а (а≠0) можно выносить за знак неопределенного интеграла:

[image: image626.wmf][image: image627.wmf]ò

ò

=

dx

x

f

a

dx

x

af

)

(

)

(


4. Неопределенный интеграл от алгебраической суммы конечного числа функций равен алгебраической сумме интегралов от этих функций:
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5. Если F(x) – первообразная функции f(x), то:
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6 
(инвариантность формул интегрирования). Любая формула интегрирования сохраняет свой вид, если переменную интегрирования заменить любой дифференцируемой функцией этой переменной:
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где u – дифференцируемая функция.

Таблица неопределенных интегралов.

Приведем основные правила интегрирования функций.
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Приведем таблицу основных неопределенных интегралов. (Отметим, что здесь, как и в дифференциальном исчислении, буква u может обозначать как независимую переменную (u=x), так и функцию от независимой переменной (u=u(x)).)
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Интегралы 1 – 17 называют табличными.

Некоторые из приведенных выше формул таблицы интегралов, не имеющие аналога в таблице производных, проверяются дифференцированием их правых частей.

Основные методы интегрирования:

Метод непосредственного интегрирования.

Данный интеграл путем тождественных преобразований подынтегральной функции (или подынтегрального выражения) и применения свойств неопределенного интеграла приводится к одному или нескольким табличным интегралам.

Интегрирование подстановкой (замена переменной). Пусть требуется вычислить интеграл [image: image657.wmf]ò
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, который не является табличным. Суть метода  подстановки состоит в том, что в интеграле [image: image658.wmf]ò
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переменную х заменяют переменной t по формуле x=φ(t), откуда dx=φ’(t)dt.

Теорема. Пусть функция x=φ(t) определена и дифференцируема на некотором множестве Т и пусть Х – множество значений этой функции, на котором определена функция f(x). Тогда если на множестве Х функция f(x) имеет первообразную, то на множестве Т справедлива формула:
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Формула (1) называется формулой замены переменной в неопределенном интеграле.

Интегрирование по частям. Метод интегрирования по частям следует из формулы дифференциала произведения двух функций. Пусть u(x) и v(x) – две дифференцируемые функции переменной х. Тогда:   d(uv)=udv+vdu. – (3)

Интегрируя обе части равенства (3), получаем:  [image: image660.wmf]ò
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Но так как [image: image661.wmf]ò
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Соотношение (4) называется формулой интегрирования по частям. С помощью этой формулы отыскание интеграла [image: image663.wmf]ò

vdu

. Применять ее целесообразно, когда интеграл в правой части формулы (4) более прост для вычисления, нежели исходный.

В формуле (4) отсутствует произвольная постоянная С, так как в правой части этой формулы стоит неопределенный интеграл, содержащий произвольную постоянную. 

Приведем некоторые часто встречающиеся типы интегралов, вычисляемых методом интегрирования по частям.

I. Интегралы вида [image: image664.wmf]dx
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 (Pn(x) – многочлен степени n, k – некоторое число). Чтобы найти эти интегралы, достаточно положить  u=Pn(x) и применить формулу (4) n раз.

II. Интегралы вида [image: image667.wmf]xdx
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 (Pn(x) – многочлен степени n относительно х). Их можно найти по частым, принимая за u функцию, являющуюся множителем при Pn(x).

III. Интегралы вида [image: image672.wmf]bxdx
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 (a, b – числа). Они вычисляются двукратным интегрированием по частям.

Примеры:

Найти неопределенный интеграл, результат проверить дифференцированием:

1) 
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Проверка:
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Проверка:
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3. Найти неопределённые интегралы (номер варианта совпадает с номером студента по списку):
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4. Найти неопределённые интегралы (номер варианта совпадает с номером студента по списку):
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5.Найти интегралы методом интегрирования по частям (номер варианта совпадает с номером студента по списку):
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Инструкция по выполнению практической работы:

1. Прочитайте краткие теоретические и учебно-методические материалы по теме практической работы.

2. Устно ответьте на вопросы для закрепления теоретического материала  к практическому занятию.

3. Внимательно прочитайте условие каждой задачи. Определите, какие основные понятия, операции необходимо применить к данной задаче.

4. Исходя из того, что известно по условию задачи, попробуйте найти неизвестные на черновике. Черновиком может служить рабочая тетрадь студента. Записывайте подробно, что Вы находите в каждом действии.

5. Решив задачу на черновике (в рабочей тетради), попробуйте сформулировать к ней ответ.  Ответ должен быть полным, развернутым.

6. Проверьте правильность решения задачи, требования к проведению расчетов и использованию необходимых формул.

7. Убедившись, что задача решена правильно на черновике (в рабочей тетради), аккуратно спишите ее в чистовик.

Методика анализа результатов, полученных в ходе практической работы:

- соблюдены все требования к проведению расчетов и использованию необходимых формул интегрального исчисления;

- использование технических средств для осуществления расчетов;

- правильное решение задач интегрального исчисления.

Порядок выполнения отчета по практической работе:

Выполненную работу в отсканированном виде отправить преподавателю на электронную почту olgadumnova80@mail.ru или сфотографировать работу и отправить «В контакте» https://vk.com/id407022472 Ольга Думнова

А-





: (-1)


: (-6)





: (-1)


        





Задания для самостоятельного выполнения студентом:


(варианты работ берутся согласно номеру в учебном журнале)





ЗАДАНИЕ 1: Найти производные функций
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