
Скалярное

произведение векторов



Определение. Скалярным произведением двух векторов называется

произведение их длин на косинус угла между ними.

𝒂 ∙ 𝒃 = 𝒂 ∙ 𝒃 ∙ 𝐜𝐨𝐬
෢
𝒂 𝒃

Ԧ𝑎
𝑏
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𝒂
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а) 𝐴𝐷 ∙ 𝐵1𝐶1 = 𝐴𝐷 ∙ 𝐵1𝐶1 ∙ cos
෣

𝐴𝐷 𝐵1𝐶1 = 𝑎 ∙ 𝑎 ∙ cos0° = 𝑎 ∙ 𝑎 ∙ 1 = 𝑎2

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐴1 𝐷1

𝐵1 𝐶1

𝒂

𝒂

𝑂1



б) 𝐴𝐶 ∙ 𝐶1𝐴1 = 𝐴𝐶 ∙ 𝐶1𝐴1 ∙ cos
෣

𝐴𝐶 𝐶1𝐴1 = 𝑎 2 ∙ 𝑎 2 ∙ cos 180° = 𝑎 2 ∙ 𝑎 2 ∙ −1 = −2𝑎2

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐴1 𝐷1

𝐶1

𝒂

𝒂

𝒂

𝐵1
𝑂1

𝒂



в) 𝐷1𝐵 ∙ 𝐴𝐶 = 𝐷1𝐵 ∙ 𝐴𝐶 ∙ cos
෣

𝐷1𝐵 𝐴𝐶 = 𝑎 3 ∙ 𝑎 2 ∙ cos90° = 𝑎 3 ∙ 𝑎 2 ∙ 0 = 0

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐴1

𝐶1

𝒂

𝒂

𝒂

𝐷1

𝐵1
𝑂1

𝒂 𝟐

𝐷1𝐵 = 𝑎2 + 𝑎 2
2
=

= 3𝑎2 = 𝑎 3



г) 𝐵𝐴1 ∙ 𝐵𝐶1 = 𝐵𝐴1 ∙ 𝐵𝐶1 ∙ cos
෣

𝐵𝐴1 𝐵𝐶1 = 𝑎 2 ∙ 𝑎 2 ∙ cos 60° = 𝑎 2 ∙ 𝑎 2 ∙
1

2
= 𝑎2
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д) 𝐴1𝑂1 ∙ 𝐴1𝐶1 = 𝐴1𝑂1 ∙ 𝐴1𝐶1 ∙ cos
෣

𝐴1𝑂1 𝐴1𝐶1 = 𝑎 2 ∙
𝑎 2

2
∙ cos 0° = 𝑎 2 ∙

𝑎 2

2
∙ 1 = 𝑎2
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𝒂 𝟐

𝒂 𝟐

𝟐



е) 𝐷1𝑂1 ∙ 𝐵1𝑂1 = 𝐷1𝑂1 ∙ 𝐵1𝑂1 ∙ cos
෣

𝐷1𝑂1 𝐵1𝑂1 =
𝑎 2

2
∙
𝑎 2

2
∙ cos 180° =

𝑎 2

2
∙
𝑎 2

2
∙ −1 = −

𝑎2

2
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𝟐
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𝟐



ж) 𝐵𝑂1 ∙ 𝐶1𝐵 = 𝐵𝑂1 ∙ 𝐶1𝐵 ∙ cos
෣

𝐵𝑂1 𝐶1𝐵 = 𝑎
3

2
∙ 𝑎 2 ∙ cos150° = 𝑎2 3 ∙ −

3

2
= −

3

2
𝑎2

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷
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𝒂 𝟐

𝒂 𝟐

𝟐

𝒂
𝟑
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𝐵𝑂1 = 𝑎2 +
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2

2

=

=
3

2
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3
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ж) 𝐵𝑂1 ∙ 𝐶1𝐵 = 𝐵𝑂1 ∙ 𝐶1𝐵 ∙ cos
෣

𝐵𝑂1 𝐶1𝐵 = 𝑎
3

2
∙ 𝑎 2 ∙ cos150° = 𝑎2 3 ∙ −

3

2
= −

3

2
𝑎2
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𝐷

𝐴1 𝐷1

𝐵1 𝐶1
𝑂1

𝟑𝟎°



ж) 𝐵𝑂1 ∙ 𝐶1𝐵 = 𝐵𝑂1 ∙ 𝐶1𝐵 ∙ cos
෣

𝐵𝑂1 𝐶1𝐵 = 𝑎
3

2
∙ 𝑎 2 ∙ cos150° = 𝑎2 3 ∙ −

3

2
= −

3

2
𝑎2

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐴1 𝐷1

𝐵1 𝐶1
𝑂1



е) 𝐷1𝑂1 ∙ 𝐵1𝑂1 = 𝐷1𝑂1 ∙ 𝐵1𝑂1 ∙ cos
෣

𝐷1𝑂1 𝐵1𝑂1 =
𝑎 2

2
∙
𝑎 2

2
∙ cos 180° =

𝑎 2

2
∙
𝑎 2

2
∙ −1 = −

𝑎2

2

а) 𝐴𝐷 ∙ 𝐵1𝐶1 = 𝐴𝐷 ∙ 𝐵1𝐶1 ∙ cos
෣

𝐴𝐷 𝐵1𝐶1 = 𝑎 ∙ 𝑎 ∙ cos0° = 𝑎 ∙ 𝑎 ∙ 1 = 𝑎2

б) 𝐴𝐶 ∙ 𝐶1𝐴1 = 𝐴𝐶 ∙ 𝐶1𝐴1 ∙ cos
෣

𝐴𝐶 𝐶1𝐴1 = 𝑎 2 ∙ 𝑎 2 ∙ cos180° = 𝑎 2 ∙ 𝑎 2 ∙ −1 = −2𝑎2

в) 𝐷1𝐵 ∙ 𝐴𝐶 = 𝐷1𝐵 ∙ 𝐴𝐶 ∙ cos
෣

𝐷1𝐵 𝐴𝐶 = 𝑎 3 ∙ 𝑎 2 ∙ cos90° = 𝑎 3 ∙ 𝑎 2 ∙ 0 = 0

г) 𝐵𝐴1 ∙ 𝐵𝐶1 = 𝐵𝐴1 ∙ 𝐵𝐶1 ∙ cos
෣

𝐵𝐴1 𝐵𝐶1 = 𝑎 2 ∙ 𝑎 2 ∙ cos 60° = 𝑎 2 ∙ 𝑎 2 ∙
1

2
= 𝑎2

д) 𝐴1𝑂1 ∙ 𝐴1𝐶1 = 𝐴1𝑂1 ∙ 𝐴1𝐶1 ∙ cos
෣

𝐴1𝑂1 𝐴1𝐶1 = 𝑎 2 ∙
𝑎 2

2
∙ cos 0° = 𝑎 2 ∙

𝑎 2

2
∙ 1 = 𝑎2

ж) 𝐵𝑂1 ∙ 𝐶1𝐵 = 𝐵𝑂1 ∙ 𝐶1𝐵 ∙ cos
෣

𝐵𝑂1 𝐶1𝐵 = 𝑎
3

2
∙ 𝑎 2 ∙ cos150° = 𝑎2 3 ∙ −

3

2
= −

3

2
𝑎2



Скалярное произведение векторов в координатах

Ԧ𝑎 {𝑥1; 𝑦1}

𝑏 {𝑥2; 𝑦2}
Ԧ𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑥1 ∙ 𝑥2 + 𝑦1 ∙ 𝑦2



Ԧ𝑎 {𝑥1; 𝑦1; 𝑧1}

𝑏 {𝑥2; 𝑦2; 𝑧2}
Ԧ𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑥1 ∙ 𝑥2 + 𝑦1 ∙ 𝑦2 + 𝑧1 ∙ 𝑧2

Скалярное произведение векторов в координатах

𝒂 {𝟏;−𝟏; 𝟐} 𝒃 {−𝟏;𝟏; 𝟏} 𝒄 {𝟓; 𝟔; 𝟐}

Ԧ𝑎 ∙ Ԧ𝑐 = 1 ∙ 5 + −1 ∙ 6 + 2 ∙ 2 = 5 − 6 + 4 = 3

Ԧ𝑎 ∙ 𝑏 = 1 ∙ −1 + −1 ∙ 1 + 2 ∙ 1 = −1 − 1 + 2 = 0

𝑏 ∙ Ԧ𝑐 = −1 ∙ 5 + 1 ∙ 6 + 1 ∙ 2 = −5 + 6 + 2 = 3

Ԧ𝑎 ∙ Ԧ𝑎 = Ԧ𝑎2 = Ԧ𝑎 2 = 12 + −1 2 + 22
2
= 1+ 1 + 4

2
= 6

2
= 6

𝑏 ∙ 𝑏 = 𝑏2 = 𝑏
2
= 𝑏 = (−1)2+12 + 12 = 3

v v

v v

v v

v v v v v

v v v vv



б) 𝑏 ∙ Ԧ𝑐 = −5 ∙ −1 + 1 ∙ −2 + 0 ∙ 1 = 5 − 2 + 0 = 3 > 0

𝑏 ∙ Ԧ𝑐 > 0 ⟹
෢
𝑏 Ԧ𝑐 − острый

Задача. Пользуясь координатами векторов Ԧ𝑎 {3;−1; 1}, 𝑏 {−5; 1; 0}, Ԧ𝑐 {−1;−2; 1},
выяснить, каким является угол между парами векторов: острым, прямым или тупым.

а) 
෢
Ԧ𝑎 𝑏 б) 

෢
𝑏 Ԧ𝑐 в) ෢Ԧ𝑎 Ԧ𝑐

Решение.

а) Ԧ𝑎 ∙ 𝑏 = 3 ∙ −5 + −1 ∙ 1 + 1 ∙ 0 = −15 − 1 + 0 = −16 < 0

Ԧ𝑎 ∙ 𝑏 < 0 ⟹
෢
Ԧ𝑎 𝑏 − тупой

в) Ԧ𝑎 ∙ Ԧ𝑐 = 3 ∙ −1 + −1 ∙ −2 + 1 ∙ 1 = −3 + 2 + 1 = 0

Ԧ𝑎 ∙ Ԧ𝑐 = 0 ⟹ ෢Ԧ𝑎 Ԧ𝑐 − прямой



Косинус угла 𝛼 между ненулевыми векторами Ԧ𝑎{𝑥1; 𝑦1; 𝑧1} и 𝑏{𝑥2; 𝑦2; 𝑧2}

выражается формулой: 𝒄𝒐𝒔𝜶 =
𝑥1∙𝑥2+𝑦1∙𝑦2+𝑧1∙𝑧2

𝑥1
2+𝑦1

2+𝑧1
2∙ 𝑥2

2+𝑦2
2+𝑧2

2
.

Ԧ𝑎 ∙ 𝑏 = Ԧ𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝒄𝒐𝒔𝜶 Ԧ𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑥1 ∙ 𝑥2 + 𝑦1 ∙ 𝑦2 + 𝑧1 ∙ 𝑧2

𝒄𝒐𝒔𝜶 =
Ԧ𝑎 ∙ 𝑏

Ԧ𝑎 ∙ 𝑏

𝒄𝒐𝒔𝜶 =
𝑥1 ∙ 𝑥2 + 𝑦1 ∙ 𝑦2 + 𝑧1 ∙ 𝑧2

𝑥1
2 + 𝑦1

2 + 𝑧1
2 ∙ 𝑥2

2 + 𝑦2
2 + 𝑧2

2



а) Ԧ𝑎 {2;−2; 0}, 𝑏 3; 0;−3

cos
෢
Ԧ𝑎 𝑏 =

2∙3+(−2)∙0+0∙(−3)

22+(−2)2+02∙ 32+02+(−3)2
=

1

2

cos 60° =
1

2
⟹

෢
Ԧ𝑎 𝑏 = 60°

𝒄𝒐𝒔𝜶 =
𝑥1∙𝑥2+𝑦1∙𝑦2+𝑧1∙𝑧2

𝑥1
2+𝑦1

2+𝑧1
2∙ 𝑥2

2+𝑦2
2+𝑧2

2

б) Ԧ𝑎 { 2; 2; 2}, 𝑏 −3;−3; 0

cos
෢
Ԧ𝑎 𝑏 =

2∙(−3)+ 2∙(−3)+2∙0

2
2
+ 2

2
+22∙ (−3)2+(−3)2+02

= −
2

2

cos 135° = −
2

2
⟹

෢
Ԧ𝑎 𝑏 = 135°

Задача. Найти величину угла между векторами Ԧ𝑎 и 𝑏.

Решение.



Задача. Найти величину угла между векторами Ԧ𝑎 и 𝑏.

Решение.

𝒄𝒐𝒔𝜶 =
𝑥1∙𝑥2+𝑦1∙𝑦2+𝑧1∙𝑧2

𝑥1
2+𝑦1

2+𝑧1
2∙ 𝑥2

2+𝑦2
2+𝑧2

2

в) Ԧ𝑎 {0; 5; 0}, 𝑏 0;− 3; 1

cos
෢
Ԧ𝑎 𝑏 =

0∙0+5∙ − 3 +0∙1

02+02+52∙ 02+ − 3
2
+12

= −
3

2

cos 150° = −
3

2
⟹

෢
Ԧ𝑎 𝑏 = 150°

г) Ԧ𝑎 {−2,5; 2,5; 0}, 𝑏 {−5; 5; 5 2}

cos
෢
Ԧ𝑎 𝑏 =

−2,5 ∙ −5 +2,5∙5+0∙5 2

−2,5 2+2,52+02∙ (−5)2+52+(5 2)2
=

2

2

cos 45° =
2

2
⟹

෢
Ԧ𝑎 𝑏 = 45°



Задача. Найти величину угла между векторами Ԧ𝑎 и 𝑏.

Решение.

𝒄𝒐𝒔𝜶 =
𝑥1∙𝑥2+𝑦1∙𝑦2+𝑧1∙𝑧2

𝑥1
2+𝑦1

2+𝑧1
2∙ 𝑥2

2+𝑦2
2+𝑧2

2

д) Ԧ𝑎 {− 2;− 2;−2}, 𝑏
2

2
;

2

2
; −1

cos
෢
Ԧ𝑎 𝑏 =

− 2 ∙
2

2
+ − 2 ∙

2

2
+(−2)∙(−1)

− 2
2
+ − 2

2
+(−2)2∙ (

2

2
)2+(

2

2
)2+(−1)2

= 0

cos 90° = 0 ⟹
෢
Ԧ𝑎 𝑏 = 90°



1. 𝒂𝟐 ≥ 𝟎; 𝒂𝟐 ≠ 𝟎, если 𝒂 ≠ 𝟎

2. 𝒂 ∙ 𝒃 = 𝒃 ∙ 𝒂 (переместительный закон)

3. 𝒂 + 𝒃 ∙ 𝒄 = 𝒂 ∙ 𝒄 + 𝒃 ∙ 𝒄 (распределительный закон)

4. 𝒌𝒂 ∙ 𝒃 = 𝒌(𝒂 ∙ 𝒃) (сочетательный закон)

Свойства скалярного произведения векторов:



Скалярное произведение векторов

Свойства

𝒂 ∙ 𝒃 = 𝑥1 ∙ 𝑥2 + 𝑦1 ∙ 𝑦2 + 𝑧1 ∙ 𝑧2

𝒂 ∙ 𝒃 = Ԧ𝑎 ∙ 𝑏 ∙ cos
෢
Ԧ𝑎 𝑏

𝒄𝒐𝒔𝜶 =
𝑥1∙𝑥2+𝑦1∙𝑦2+𝑧1∙𝑧2

𝑥1
2+𝑦1

2+𝑧1
2∙ 𝑥2

2+𝑦2
2+𝑧2

2

1. 𝒂𝟐 ≥ 𝟎

2. 𝒂 ∙ 𝒃 = 𝒃 ∙ 𝒂
переместительный закон

3. 𝒂 + 𝒃 ∙ 𝒄 = 𝒂 ∙ 𝒄 + 𝒃 ∙ 𝒄

распределительный закон

4. 𝒌𝒂 ∙ 𝒃 = 𝒌(𝒂 ∙ 𝒃)
сочетательный закон


