Тема: «Равносильность уравнений»
При изучении этой темы, речь пойдет о принципиальных вопросах, связанных с решением уравнений с одной переменной: что такое равносильные уравнения; какие преобразования уравнений являются равносильными, а какие – нет; когда надо делать проверку найденных корней и как ее делать.
Определение 1: Два уравнения с одной переменной f(x)=g(x) и p(x)=h(x) называются равносильными, если множества их корней совпадают.
Иными словами, два уравнения называют равносильными, если они имеют одинаковые корни или если оба уравнения не имеют корней.
Определение 2: Если каждый корень уравнения f(x)=g(x)  (1) является в тоже время корнем уравнения p(x)=h(x)  (2), то уравнение (2) называют следствием уравнения (1).

(1)→(2)
Очевидно:  Два уравнения равносильны тогда и только тогда, когда каждое из них  является     следствием другого.

(1)↔(2)

Схема решения любого уравнения:
1.Технический этап. Осуществляется преобразование уравнения (1)→(2)→(3)→(4) …

2. Анализ решения. Все ли преобразования были равносильными?

3.Проверка. Если анализ на втором этапе, показывает что не все преобразования были равносильны, то проверка обязательна.
Реализация данного плана связана с поиском ответов на четыре вопроса:
1. Как узнать, является ли переход от одного уравнения к другому равносильным преобразованием?

2. Какие преобразования могут перевести данное уравнение в уравнение-следствие?

3. Если мы в конечном итоге решили уравнение-следствие, то как сделать проверку в случае, когда она сопряжена со значительными вычислительными трудностями?
4. В каких случаях при переходе от одного уравнения к другому может произойти потеря корней и как этого не допустить?

1.Теоремы о равносильности уравнений.

«спокойные» теоремы: (они гарантируют равносильность преобразований без каких-либо дополнительных условий)
Теорема 1.  Если какой либо член уравнения перенести из одной части уравнения в другую с противоположным знаком, то получится уравнение, равносильное данному.

Теорема 2.  Если обе части уравнения возвести в одну и ту же нечетную степень, то получится уравнение, равносильное данному.

Теорема 3.  Показательное уравнение а f(x) =а g(x) ( где а>0, а≠1) равносильно уравнению f(x)=g(x).
«беспокойные» теоремы: (они работают лишь при определенных условиях)
Определение: Областью определения уравнения f(x)=g(x) или областью допустимых значений (ОДЗ)  переменной называют множество тех значений переменной х, при которых одновременно имеют смысл выражения f(x) и g(x).

Теорема 4. Если обе части уравнения f(x)=g(x) умножить на одно и то же выражение   h(x), которое:

             А) имеет смысл всюду в области определения (в ОДЗ) уравнения f(x)=g(x)

                     Б) нигде в этой области не обращается в 0 –

 то получится уравнение f(x) h(x)=g(x) h(x), равносильное данному.

Следствие («спокойное» утверждение): Если обе части уравнения умножить или разделить на одно и то же отличное от нуля число, то получится уравнение, равносильное данному.

 Теорема 5. Если обе части уравнения f(x)=g(x) неотрицательны в области определения уравнения, то после возведения обеих его частей в одну и ту же четную степень n получится уравнение, равносильное данному f(x) n =g(x) n.
Теорема 6. Если f(x) >0 и g(x) >0, то логарифмическое уравнение  logаf(x)= logа g(x), где а>0, а≠1, равносильно уравнению f(x)=g(x).
2. Преобразование данного уравнения в уравнение-следствие.
Если в процессе решения уравнения мы применили заключение одной из теорем 4,5,6, не проверив выполнения ограничительных условий, заложенных в формулировках теорем, то получится уравнение-следствие.

Некоторые переходы от одного уравнения к другому приводят к расширению области определения уравнения. Именно в добавленную часть ОДЗ и «проникают» посторонние корни. Рассмотрим примеры:
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wacti ypasuenma Ha x - 2, morywmw ypapenue (¥ — 1)(x — 2) =
3(x - 2), maeomee KBa KopuA: ¥, = 4 i ¥, = 2. Bropoit Kopern
sBARETCA NOCTOPORHIN A4 ypasexna x — 1 = 3. Tlpwamia ero mo-
ABNCHIEA COCTONT B TOM, 9TO MBI YMHOMILIH 06€ SACTH YPADHERH Ha
OANO I TO e BPACRNE, HAPYIIND TPH OTOM VOTOBHS TEOPEMEL 4.
B oTOlf TeOpeMe CONeDRHTCS TPeGOBAIE: BHIPAIKEHHE, A KOTOPO® MEX
YMHOKAEN 06e YACTH YPABHeHI, HUTAE He AOIKHO 0OpAMaThes B 0.
Msi 7€ YMHOMIIH 06e SACTH YPADHCHNS A BHANEIIHE ¥ — 2, KOTO-
poe 0BpaIaeTes B O TpH X = 2; MMERHO OTO JHAYEHHC OKAIATOTS T0-
A ————





[image: image2.png]2) Boasment 10 e camoe ypasuerne X — 1 = 3 u Bossezex obe ero
wactn » kapar. Momywne ypasemme (x ~ 1)* = 9, mveromee Aza
KODEs: , = 4, , = 2. BTOPOH KODeH ABARETCK NOCTOPORRHM /1A
ypasressis x - 1 = 3. TIpHuMHA €ro MOABIEHHS COCTONT B TOM, ITO
MBI BoIBEII 06e NACTH YDAREHWS B OZHY M TY e NETHYIO CTerleHs,
Rapyuiits i aTo ye0RHe Teopemst 5. B aTofi Teopeme coxepTe
TpeGoBaRHe: OGe SACTH VDABHEHMA JOIKHH GhiTh HEOTDHIATENbHHL.
OTHOCHTeIIHHO BHIDANEHHS & — 1 9TO YTBEPHCIATS Ml HE MOMeM.

3) Pacemorpum ypasmense In (2x — 4) = In (32 - 5). oremmupys,
HOXYSI ypaBReRTe 2 — 4 = 3% — b ¢ eAMACTBERHNM KODHEM
Ho 90T KOpeb ABIAETCA TOCTOPOKKHM /LA SAZAKHOTO NOTapHMH-
4eCKOFO YDABHEHN, TIOCKOTBKY 06A BHPAEHNS IOR THAKAMM OTA-
PirNOB TR X = 1 UPWAHMAIT oTpENATeNBHHE sHAvewts. [TpHinsa
HOABIERHS TOCTOPORKETO KODHS COCTOMT B TOM, STO MbI, HOTEHU-
Py (r. €. +ocoBoXuaschs OT IaKos MOTapHANOB), MAPYMHIM ye-
708 TeOpeNs: 6. B 9TOf TEOPEME CONEPKHTCA TPEGOBAHKE: BHIpA-
KCHHS IO IHAKAMH JIOTADHDMOB HOIKHb GHITE HOTOKHTENLHEN;
0 BupaNemIAX 21 — 4 M Bx — § ITOrO YTBEPIAATS MBI He MOMEN, TaK
KAK OMM IPH OAMIX JHASCHHSX X MOJOAMHTENSHA, MPH APYTHX —
orpuuaTenLIEL.

B HOCeHEM IPHMEDE IEDEXON O JIOPapHBMHYECKORO YPABKERHA
¥ ypaBHem0 2x — 4 = 37 — 5 NpMDEI K pacuupenuo obaacmu onpe-
Jeaenus ypasnenus. OGTACTL ONPCAETCRT TOTAPROMHSECKOTO Ypan-
HEXAA GAZACTCR CHOTENOW HepaBereTs

{2x74>0,

3x-5>0,

peinTB KoTOpYIo HaxozmM: % > 2. OGNACTE e ONDEJe/eHts ypasHe-
Wiz 2 — 4 = 3% — 5 €CT MHOKECTBO BCEX ASHCTBUTEMBHBIX UHCER.
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Причины расширения области определения уравнения.

1. Освобождение в процессе решения уравнения от знаменателей, содержащих переменную величину.

2. Освобождение в процессе решения уравнения от знаков корней четной степени.

3. Освобождение в процессе решения уравнения от знаков логарифмов.

Обязательна проверка всех найденных корней, если:

1. произошло расширение области определ6ения уравнения.

2. осуществлялось возведение обеих частей уравнения в одну и ту же четную степень.

3. выполнялось умножение  обеих частей уравнения на одно и то же выражение с переменной (разумеется, имеющее смысл во всей области определения уравнения).
[image: image4.png]Tipusep 1. Pemmrs ypasnenne V2x +5 + V5x -6

Pemenne. Hepanii oran — mexuuseckuii. Ha atom arane, Kax

Mbi OTMENRIH BHIILE, OCYIECTBARIOT NDeOGDAIOBANHS 3AAAHHONO YDAB-

merns o cxeme (1) - (2) - (3) = (4) — ... n naxonsT Kopu moCKEA-

Hero (CaNOro IPOCTOro) YPABHEHNA VKAIAHKON HeNOWKH.
Tloctenonarenso uueem:

5x=6 =5- \2x+5;
(55=6)" = (6-Vaz+5) s
5x-6=25-1042x+5 +2x+5;
102245 =36 - 3x;
(104275)" = @6 - 327%

100(2x + 5) = 1296 — 216x + 92
9° — 4162 + 796 = 0;

2,1, 3B _gq2
5=2 0= 398 — 442

Bropoii atan — anaus pewenus. Ha otom orane, aHATMIHPYsS
‘nIpoBe eI TDeOGpASOBANTLH, OTBEIAIOT KA BOTIPOC, BCE T ORH GHTIL
PABROCHBHENML. 3aMetaeM, TTO B MPOIeCCE PEIICRNA YPABHERHS




[image: image5.png]ABAKIL! NPUMEHANOCH HEPABHOCIIbHOE NpeofpasoBanue — Boseje-
Lke B KB0ADT; XPONE TOTO, PACIPILTACL OGTACTS OMPEAETCHNA ypas-
Henus (GLUIM KBajpATHElE KOPHH — OLUIN OTDAHNTEHNA HA mepe-
mexayio, e cTazo KnaxpaTIX Xopieli — e oTATO oOrpaNTEmIH).
Suavu, pemenIOe A TOGTCAUEN WaTe TEPHOTO ITATE KEAAPATHOS
yPABICHME ABICTCA YPADHCHICN-CIEACTBHCN 1A SRIANHOTO YPAD-
wemna. Tiposepica oGasarema.

Tpersii o7am — nposepra. TIORCTABHM TOOUEPERHO KAXTOE MY
HalifemX sHateHHi NeeNeRNOH B HCXOHOE YpaDHERTe.

Eomn x = 2, 10 moryuaem: V2-2+5 + V5-2-6 =5, 1. e

3+2=5 — meproe pasexcrao.

Eenn x = 443, 10 noxyuaen: 2. 44245 + [5.442-6

010 HeBepHO® PABEHOTBO, TIOCKOTBKY YK TIEPBOE NOZKOPEHHOE BHIpa-
enie BHO GobIe, vem 25,  TIOTOMY KODEHb H3 Hero Gomse,
e 5, . e. yae GoTBIIe TPABO TACTH PABEHCTSA; TeM GOTee, TO K
9TOMY KBAIATHOMY KODHIO IDHOABIAETOS eI ONHO HOIGHKHTETHOS

smeto. Taxvn 06pasox, x = 442 — nocropommmik Kopers.

Omaem: 2.




4. О проверке корней.
[image: image6.png]B 910M nyHKTe MK OTBETHM Ha TPETHI BONPOC: KAK CAENATS NP0~
BepKy KopHeli, eCI MX IONCTAHOBKA B HCXOIHO® YDABHEHHE CONDA-
HOHA CO GHAVMTENSHKIMH BHIHCTATEXSHNMI TPYAROCTSMR? Buau-
O, B TAKMX CYHANX HATIO HCKAT OGXOJHHIe ITH TDOREDKH.
‘Bepremcs x npmvepy 1. TlofCTaROPKA JHAUGHNS X, = 2 B IAAH-
H0e ypasmemie TpyARocTeil me npexerannana. IoxeTanosky e BT~

Poro smavemna x; = 44 % b1 daxTireckn samemiy puKHAKON. Mat

npKmmyH, w10 ¥, ~ 44, smawnr, 2%, +5 > 5, H cpasy crazo scro,
w0 ;= 4% — nocropommmi Kopers, Takan IPHKRIKA — ORI i3
obxommux nyreii nposepi.

Eune pas sepresca x npuuepy 1. 3uavere x; =442 oo Guuno

TIPOBEPHTL Hle O HCXORHOMY YPABHOHIIO, & TIO TOMYICHHOMY B HPO-

Iiecce mpeoGpasosannii ypasemmo-crexctamo: 10 V2x +5 = 36 - 3x.
Ilo cMuiCAy 5TOTO YPABHEHH AOIKHO BLNOHATHCA HEDABEHCTEO
36-3x>0 T e x<12.





[image: image7.png]Tlocxonsxy smawemme x; = 443 oTomy yenosuio ne yaosuersopaer,

70 x, — nocTopommHik Kopens 1A ypasemns 1042z + 5 — 36 - 8x
¥ TeM Golee A1 HCXOAHOTO ypaBHEHHs.

Kax npaniuno, camuaii aerxuii 0GXoRHofk nyTh IPOBEpKH — 10 06~
aacry oupeaenenna (OJ13) sananzoro ypassenns.

Tipumep 2. Pemmrs ypasmexe

In(x+4)+In(2x+3)=1n(1 - 2x).

Pewmenne. [lepprii oran. Bocnonsayenmca npasuiaon: «Cysma o~
rapudMOB papia JOTaPiNY NpoRIBEAEHHs». OHO TOTDONTET dAMEHITE
supaenwe In (x + 4) + In (2x + 3) pypwxemen In (x + 4)2x + 3).
Tora 3QRANHOE YPABHeHHE NOKHO TepemCaTs B BiIe

In e+ )2 +3)=In (1 - 22).
Torenunpys, noxyuac:
(@ +3) = (1 - 22);
20%+8r+3x+12=1- 2%
200+ 18x +11=0;
o =il





[image: image8.png]Bropoii oran. B nponecce petienus Mpon3omLI0 pacumpenne o6aa-
CTH OTIDe/ieIeRNA YPABHEHNSA, HAYHT, MPOBEPKA OGAIATENLHA.




[image: image9.png]ADESNE ETHE LIOCKOARIY, RPONE [ECIINDERRS DUINOTH DEpeseNe:
HHS YPABHEHUA, HUKAKMX ADYIUX HEDABHOCHIBHBIX NpeofpasosaHuit
A S ————
WIITH TI0 O6ARCTH OTIDEREAGHTA TICXOTHOTO ypaRHeNNA. ORa aaRaeTCA
g ——

r+450,

2x+3>0,

1-2050.

‘Buavenne x = ~1 YOBNETBOPACT D10 CHCTEME HEPABEIICTS, & A~
“emue x = —5,5 He YAOBIETBODSIeT yike NEPEOMY HEDABRHCTBY; oTO
nocTopommi Kopes.

Omaem: -1.

Bameswaune 1. Kawuuii pag BHACAATS TPH PewicHi YPABHEHHS TPH
oTama — rexmecknil, auanus, mponepky — HeoGsaatensHo. Ho soe 10
HYSKHO 4J@DXATS B FOJOBEs H YK BO BEAKOM CAYNA® TOHMMATS CAOAYIOIee:
ca aNATN NOKAIAN, UTO MPOBEPKa OGAAETNLIS, A DN G HE CACTATH, TO
YPABHeHIE e MOME? CHTATLCH DELIEHHMM BEPHO; TeN GOTCE OHO He NOT
CUHTATHCA PelICHHAIM BEDHO, €CTH BE He CAGJANN CAM AHAMH3.





[image: image10.png]Tipuwmep 3. Pemurs ypasuenne log,.(x* — 1) = loge.4(5 — 2).
Pemenne. Moreniupys, nonyuaen:
FA-1=5-x
Frx-6=0;
=2 5
JTins nposepxR KopHed pumHIeN yeaopuA, saAaiomse OfI3:
x+4>0,
x+ael,
2-150,
5-x>0.

Buacenne x = 2 YAORIETRODAET BCeM YCTOBHAM FTOM CHCTEMH, A
amaveRne = —3 He YAORICTBODACT BTOPOMY YCIOBHIO; CIIEAOBATELHO,
% =~3 — nocroponsuii Kopens.

Omaem: 2.




Как правило, самый легкий обходной путь проверки – по области определения  (ОДЗ) заданного уравнения. Но не переоценивайте этот способ: он является полноценным только в том случае, когда при решении уравнения других причин нарушения равносильности, кроме расширения области определения, не было (это чаще всего бывает в логарифмических уравнениях). При решении же иррациональных уравнений, где используется  метод возведения в квадрат, способ проверки найденных корней по ОДЗ не выручит; лучше, если это возможно, делать проверку подстановкой.
5. О потере корней.

Причины потери корней при решении уравнений:

1. деление обеих частей уравнения на одно и то же выражение h(x) (кроме тех случаев, когда точно известно, что всюду в области определения уравнения выполняется условие h(x) ≠0).

2. сужение ОДЗ в процессе решения уравнения.

3. замена уравнения h (f(x))= h (g(x)) уравнением f(x)=g(x) в том случае, если функция у= h(x) – немонотонная функция.
Этот метод можно применить только в том случае, если функция у= h(x) – монотонная функция.
[image: image11.png]C nepsoit npuunBO#A GopoTECA HETPYAHO: NpHYuaiiTe ceGa nepexo-
s o7 ypasHexms f()h(x) = g(x)h(x) x ypamemmio A(xX/(z) - £(x)) = 0
(a e r ypasmemmo f(x) = 4(x)). Moser Gurrs, nae ecTs cMBIcA BoODITE




[image: image12.png]sanpeTuTs ceGe Aenenne obenx uacreil ypaBHeHMs Ha OAHO M TO e
BHIDAKeHIE, CONCPIKALE TEPENEHNYI0.

Co 570pok mpwaHOf GOpOTEC CH0IKHEe. PACCMOTDHM, HATDHNED,
ypasuenne Ig ¥* = 4 u pemi ero ABYMs crocoGaMH.

Teppii cnoceS. Bocnonsaosasurics onpexenexsem rorapudma,
waxomam: & = 10% x, = 100, %, = ~100.

‘Bropoii cnocof. Mueen: 21g x = 4; Ig x = 2 x = 100.

OGpariTe BEHMANyE: IpH DEMEHHH BTOPHDE CIOCOGON NPOHIOULIA
noTeps KOpES — +mOTepATCAY KopeHn x = ~100. Tipmumna n ToM, w10
BMecro npasasHON bopyms Ig 2* = 2 1g|x] Mm Bocnonsaosanmch
nenpaswbHoft GopMyIofi g x° = 2 1g %, cysatomeli o6nacts oupese-
enna BpKCRHA: 06IACTS ONpExCACHNA BupaKenua Ig ' sanaerc
Yenomnes x # 0 (r. ¢. X < 0 wan x > 0), TOTAR Kai 061ACTS oNpeACHe-
Hna Bpaxenna 2 1g x sagaerca yeaosieM x > 0. 0GIaCTS onpenee-
BB CYSIACE, U3 Hee «BLIAT» OTKPHTSl vy (~0o; 0), rAe KaK pas
¥ HaxOZTCS +mOTEpABMITiCs> HPH BTODOM CHIOCOBE EmENHs KOpEHs
vpapnemna.

‘BEIBOX: TIDIMeHA3 TIpH POLICHUI YDABHCHNS KAKYIO--T100 GOpMyAY,
caieguTe 38 Tew, TTOGH 00NACTH AONYCTHNBIX SHAUCHWH NepemeRHOf
nA Ipasoit m neBoik uACTeR BOPMYAL GUTH OANHAKOBLING.





Третью причину потери корней, мы рассмотрим на следующем занятии.

Домашнее задание:

1) Написать краткий конспект;

2) Решите уравнение:
[image: image13.png]055.9. a) Tz - 6 = x;
6) x+3=42x+9;




[image: image14.png]044.10. a) log; (x - 2) + log, (x + 2) = log, (2x — 1);




